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Formulaire

e On admet le développement en série suivant :
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avec 7 € [—1,1] et & € [—1,1]. Les fonctions P,(x) sont les polynomes de Legendre qui ont
pour expression :

Py(z) = 1

P(z) = =

Py(z) = {(32%-1)/2
Py(z) = (52 —32)/2

e On rappelle que pour un champ de vecteurs A :

. rot (rot A) = grad (div A) — AA
o Les valeurs ci-dessous seront utilisées pour les différentes constantes physiques rencontrées
dans le probléme :
— masse de 1'électron, me, = 9,11 x 1073 kg
- masse du proton, m, = 1,67 x 1027 kg
charge de 'électron, —e = —1,60 x 10719 C
constante de Planck, i = 1,05 x 1073 J.s
- constante gravitationnelle, G = 6,674 x 10~ m?.kg
~ accélération de la pesanteur terrestre, g = 9,8 m.s 2
— permittivité diélectrique du vide, g = 8,85 x 1072 kg 1. m—3 A2 g*
~ vitesse de la lumiére dans le vide, ¢ = 2,998 x 108 m.s~!
~ constante des gaz parfaits, R = 8,314 J.mol~1.K™!
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Ce probléme s’intéresse a différentes expériences permettant de mesurer Iintensité de la force
de gravitation et d’en déduire la constante gravitationnelle G, également appelée constante de
Newton. Nous conseillons au candidat de commencer par le préambule qui compare interaction
gravitationnelle et interaction électromagnétique. Les quatre parties qui suivent sont largement
indépendantes et peuvent étre abordées dans un ordre quelconque.

Préambule : comparaison entre interaction électromagnétique et
gravitationnelle

Intensité des interactions

Q1. Dans 'état actuel de nos connaissances, quelles sont les quatre interactions fondamentales
responsables de tous les phénomenes observés dans 'univers 7

Q2. Donner I'expression de la force de Coulomb qu’exerce un proton de charge e sur un électron
de charge —e situé a une distance r. On fera un schéma pour indiquer la direction de la
force.

Q3. Faire de méme pour la force de gravitation, on note me la masse de 'électron et my, celle
du proton.

Q4. A partir des constantes h, ¢, 4meg et e, construire une grandeur o sans dimension propor-
tionnelle a e2. Cette grandeur, appelée constante de structure fine, caractérise I'intensité de
linteraction électromagnétique entre I'électron et le proton. Calculer sa valeur numérique.

Q5. En utilisant I"analogie entre la force de Coulomb et la force de gravitation, construire une
constante «, qui caractérise l'intensité de la force de gravitation entre I'électron et le proton.
Calculer sa valeur numérique et commenter.

Q6. Ecrire la force totale exercée par le proton sur I'électron. Montrer que Peffet de la force de
gravitation revient a modifier trés légérement o.

Dans le modéle de Bohr, on montre que les énergies des niveaux atomiques sont propor-
tionnelles & —a?/n?. On considére la fréquence de transition du niveau n = 2 vers le niveau
fondamental n = 1. Quelle est la variation relative de cette fréquence si 'on tient compte
de Uinteraction gravitationnelle 7 Pensez-vous qu’un tel effet soit mesurable ?

Q7

Théoréme de Gauss

Q8. Rappeler le théoréme de Gauss de I'¢lectrostatique.
Q9. Douner son équivalent pour le champ de gravité. On pensera a utiliser ce résultat dans le
reste du probléme.



I Détermination de G a I’aide d’un pendule de torsion

La faible intensité de la force de gravitation par rapport aux autres forces rend sa mesure
difficile. En 1798, Cavendish réalise une expérience utilisant un pendule de torsion dont les
résultats seront réinterprétés un siecle plus tard comme la premiere détermination de G. La
précision relative de sa mesure est d’environ 1%, ce qui est remarquable pour Iépoque. Aprés
une bréve étude de Pexpérience originelle de Cavendish, nous nous intéresserons a une réalisation
moderne de cette expérience.

Expérience de Cavendish

La figure ci-dessous illustre le principe de I'expérience de Cavendish. Deux particules de masse
m sont fixées aux extrémités d'une tige de longueur 21, un fil de torsion relie le centre de la tige
aun point fixe du laboratoire, réalisant ainsi un pendule de torsion. En approchant deux sphéres
de masse M a une distance d de chacune des extrémités du pendule, on observe une déviation
angulaire dont la mesure permet de déterminer G.
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Dans la suite, on note @ la déviation angulaire du pendule & sa position d’équilibre. On note
k la raideur angulaire du fil de torsion : le moment du couple de rappel est —k @ 7. Les spheéres
de masse M et les particules de masse m sont considérées comme des particules ponctuelles.

Q10. Calculer la déviation angulaire @ due & l'attraction des sphéres. On suppose 01 < d et
[ > d. On fera attention a bien justifier toutes les simplifications effectuées en précisant &
chaque fois I'hypotheése utiliste.

Q11. Pourson expérience, Cavendish a utilisé les parameétres suivants : m = 0,80 kg, M = 158kg,
I=10m,d=20cmet k=3,6 x 10 *kg.m2.s2. Calculer la valeur numeérique de 6.

Q12. On suppose que la masse de la tige reliant les extrémités du pendule est négligeable. Calculer
le moment d’inertie I du pendule de torsion par rapport a son axe de rotation.

Q13. Parmi les différgntes grandeurs qui interviennent dans la détermination de G a partir de la
mesure de ¢, laquelle vous semble la plus difficile 4 déterminer directement ? Proposer une
expérience complémentaire pour mesurer cette grandeur. Exprimer G en fonction de M, [ ,
d, 0 et du résultat de la mesure que vous avez proposée.

Lorsqu’il a réalisé son expérience, Cavendish ne cherchait pas & mesurer G mais 4 déterminer

la masse de la Terre. Pour cela, Cavendish mesura également la période T d’un pendule pesant

réalisé en suspendant une des particules de masse m a un fil de longueur .

Q14. On note Ry le rayon de la Terre. Montrer que I'on peut effectivement déduire la masse
de la Terre My en fonction de Ry, M, d, T, # et du résultat de la mesure que vous avez
proposée a la question Q13.



Une version moderne de ’expérience de Cavendish

Une source d'incertitude majeure dans I'expérience de Cavendish provient du comportement
inélastique du fil de torsion. Pour s’affranchir de ce probléme, on ajoute un couple qui s’oppose au
couple des forces de gravitation, afin que la déviation du pendule soit toujours nulle. La mesure
du couple appliqué permet de déterminer G indépendamment des propriétés du fil de torsion.

Q15.

Q16.
Q17.

Qis.

Q19.

Q20.

Q21.

Les sphéres de masse M sont maintenant situées sur un cercle de rayon R dont le centre
coincide avec le centre O du pendule de torsion. Exprimer le potentiel gravitationnel V()
créé par les sphéres en un point quelconqgue 7. On introduira le vecteur R défini ci-dessous.
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Quelle est la symétrie de ce potentiel ?

On se place en un point # tel que » < R. On note ~ I'angle formé par les vecteurs 7 et R.
En utilisant le formulaire, mettre V() sous la forme d'une série :

VA =Vinr) ==ty

n=_0

On donnera Pexpression des an(7y) en fonction de M, G et . Le résultat sera simplifié en
utilisant la propriété de parité des polynomes de Legendre P,(—xz) = (—1)"P,(x).
Montrer, qu’a Pordre le plus bas qui contient une dépendance en v, le potentiel s’écrit sous
la forme V(v,7) = Vo(r) — (3G/2)Q 12 cos? v, ou Vo(r) ne dépend pas de v et @ est une
grandeur caractérisant la distribution de masse de 'ensemble constitué par les deux sphéres
de muasse M.

En déduire que I'énergie potentielle du pendule dans le champ de gravité des sphéres peut se
mettre sous la forme E,(¢) = Fy — (3G/2)q Q cos® ¢, ou q est une grandeur caractéristique
de la distribution de masse du pendule de torsion, Fy une constante et ¢ 'angle défini
ci-dessous.

En déduire le moment du couple exercé par les sphéres sur le pendule en fonction de G, ¢,
Q et ¢.

La quantité g est relice au moment quadrupolaire de la distribution de masse du pen-
dule. Pourquoi le moment dipolaire n’apparait-il pas dans le développement de Pénergie
potentielle 7



Le point de fixation du pendule de torsion est mis en rotation par un moteur a une vitesse
angulaire w(t) = wp + dw(t), ou wy est une constante et dw(t) une petite variation dépendant
du temps. Par définition, la valeur moyenne de dw(t) est nulle. On note R’ = (0,z',y,' 2) le
référentiel tournant a la vitesse angulaire w(t) autour de 'axe (O, z) par rapport au référentiel
du laboratoire (O, x,y,z). Nous allons étudier le mouvement du pendule dans le référentiel R’
qui est non galiléen.

| Moteur

Q22. On s’intéresse tout d’abord au mouvement de la particule dont la position est repérée par
I d.il[,l(‘ 6 dans le référentiel R’. Rappeler les définitions de la force d’inertie d’entrainement
F. et de la force de Coriolis F. qui s'exercent sur la particule dans R’. On introduira
I'accélération d’entrainement @, le vecteur @ = w Z" et la vitesse ¥ de la particule dans R’

Q23. Rappeler la définition de I'accélération d’entrainement @, et calculer son expression dans la
base (iiy, ip). Faire un dessin pour indiquer les directions des forces F, et F en supposant
qu’a instant considéré la vitesse de rotation du moteur augmente.

Q24. En faisant le méme raisonnement pour la particule a 'autre extrémité, en déduire le moment
du couple exercé par les forces d'inertie sur le pendule. Montrer qu’il est proportionnel
la variation de vitesse angulaire w(t).

Q25. Donner I'équation différentielle donnant I'évolution temporelle de 8(t) en fonction de ¢(t),
w(t), I, G, q et Q. On rappelle que I est le moment d’inertie du pendule calculé & la
question Q12.

Q26. La vitesse de rotation du moteur est asservie de sorte que le pendule reste a la position
d’équilibre € = 0 dans le référentiel tournant. En déduire I'équation intégro-différentielle
vérifiée par dw(t). On supposera que ¢(0) =

Q27. On introduit un petit paramétre ¢ = GQq/(Iw?). Quelle est la solution de 1’équation
précédente a l'ordre 0 en €7 On rappelle que la moyenne temporelle de dw(t) est nulle.
En injectant cette solution dans I'équation différentielle, en déduire I'expression de dw(t)
au premier ordre en £. Montrer que la solution obtenue peut se mettre sous la forme

dw(t) = dwpcoswmt. On donnera les expressions de dwy et w,y, en fonction de wo, ¢, Q, I
et G.

Q28. La mesure de dwy permet de déterminer G. On écrira deux expressions donnant G en
fonction de wy et dwp, I'une faisant également intervenir I, g et Q, et ’autre M et R.

L’expression de G en fonction de I,g et @ est une expression générale qui est valable pour
des distributions de masse quelconques, par exemple, lorsque les particules de masse M et m ne
peuvent pas étre supposées ponctuelles.

Précédemment, nous avons remarqué que le rapport ¢/I était indépendant des caractéris-
tiques physiques du pendule. Cela facilite grandement la mesure de G, puisque le seul paramétre
restant & déterminer est la quantité Q. Nous allons montrer que cette propriété reste vraie pour
un pendule de torsion plan ayant une forme quelconque.



On considére un pendule de torsion constitué d’une plaque verticale infiniment fine ayant une
forme quelconque. Un point de la plaque est repéré par ses coordonnées (X, Z). On note o(X, Z)
la distribution surfacique de masse de la plaque.

Q29.

Q30.

Q31.

Q32.

Q33.

M
Exprimer le moment d’inertie I de la plaque par rapport a l'axe (O, Z) sous la forme d’une
intégrale.
L’extension de la plaque est telle qu'en tout point 7 de la plaque r < R. Calculer I’énergie
potenticlle dE,(X, Z) d'un petit élément de surface dX dZ dans le champ de gravité créé
par les sphéres. On fera apparaitre angle ¢.
Exprimer sous la forme d'une intégrale I'énergie potentielle de toute la plaque. En déduire
le rapport I/q pour la plaque.
Une telle expérience avec un pendule plan a été réalisée a I'Université de Washington en
2000. La distance entre les sphéres M est telle que R = 16,76 cm et la masse de chaque
sphere est M = 8,140 kg. La vitesse de rotation moyenne du moteur est wg = 20 mrad.s ™.

Calculer la valeur attendue de dwy. La courbe ci-dessous montre I'accélération angulaire
du moteur dw(t) mesurée dans l'expérience.
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Les chercheurs ont mesuré trés précisément dwg ainsi que les autres parameétres de 1'ex-
périence et ont obtenu la valeur G = 6,674215 x 10~ m® kg 1s~2. Ils ont estimé que
l'incertitude suf la distance R est de 1 um et U'incertitude sur M est de 3mg. En déduire
Iincertitude correspondante sur G.



Q34.
Q35.

Q36.

Q37.

Exprimer G en fonction des vecteurs @;, d; et de M. Expliquer l'intérét de faire deux
mesures pour deux positions différentes.

La masse m n’apparait pas dans 'expression de G obtenue a la question précédente. Quel
est le nom du principe physique associé ? Quelle théorie physique moderne s’appuie sur ce
principe ?

Pourquoi est-il plus judicieux de déplacer 'objet massif et de garder la position de la
particule test a peu pres fixe plutot que le contraire ?

On considére une expérience ot I'objet massif est initialement un meétre an-dessus de la
particule test puis un meétre au-dessous. Calculer la valeur de M pour que la différence
d’accélération ||d@; — da|| soit de l'ordre de 10~ 7g. Quelle est I'extension spatiale typique
d'un objet ayant une telle masse ? Pensez-vous que Iapproximation de particule ponctuelle
soit valide ?

Afin de déduire G des mesures d’accélération, il faut trés bien connaitre la distribution vo-
lumique de masse de 'objet massif. Pour contourner ce probléme, des expériences ont été faites
en mesurant la différence de gravité au milieu d'un lac pour deux hauteurs d’eau différentes.

Q38.

Q39.

Gravimeétre

Calculer le champ de gravité créé par un plan infini ayant une masse par unité de surface
o. On fera un schéma pour indiquer la direction du champ créé.

En considérant le lac comme infini, calculer la différence de gravité Ag lorsque la hauteur
d’eau baisse d'une hauteur h. Faire 'application numérique pour A = 20 m.
























