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QUELQUES OSCILLATIONS
Dans tout ce problème, les vecteurs sont surmontés d’un chapeaûa s’ils sont unitaires, d’une fl̀eche
−→a dans le cas contraire. Les nombres complexes sont soulignés :z∈ C.
Lorsqu’une bille sph́erique roule sur une piste de forme circulaire suspendue en un point, le couplage
entre la bille et la piste engendre un mouvement spectaculaire, objet de ce problème.

Une sph̀ere homog̀ene, de centreC, de rayonr et de massem, est mobile dans un plan vertical en
restant en contact avec un railPP′, de masseM, que l’on mod́elise par une portion de cercle de centre
O et de rayonR, dont l’axe de syḿetrie est vertical.

Figure 1 : Sph̀ere mobile sur un rail fixe

Le moment d’inertie de la sphère par rap-
port à un axe passant parC estJ = 2mr2/5.
Le référentiel fixe orthonorḿe directRg =(

O, î, ĵ, k̂
)

où î est vertical diriǵe vers le

bas est supposé galiĺeen (voir Figure 1). On
pourra également utiliser les vecteurs mo-
biles polaires unitaireŝr et α̂ repŕesent́es sur
la Figure 1. Le mouvement de la sphère est
reṕeŕe par deux param̀etres : l’angleα que
fait

−→
OC aveĉi et l’angle de rotationθ autour

de l’axe horizontal qui portêk. À chaque ins-
tant t, on appelleI le point de contact de la
sph̀ere avec le rail. On noteA le point du rail
situé sur son axe de syḿetrie. L’acćelération
de la pesanteur est−→g = ĝi.



QUELQUES OSCILLATIONS

I. — Rail fixe
La sph̀ere roule sans glisser sur le rail fixe. Initialement, elle est au repos et

−→
OC fait un angleαo avec

î. Le syst̀eme comprend deux degrés de libert́e cińematiques,α et θ .

1 — Écrire la condition de roulement sans glissement de la sphère sur le rail sous la forme d’une
relation lińeaire liantr, R, θ̇ = dθ/dt et α̇ = dα/dt. Contr̂oler la pertinence de la relation obtenue,
d’une part en comparant les signes respectifs deθ̇ et deα̇, et d’autre part en analysant la situation
lorsquer = R.

2 — Déterminer l’expression de l’énergie ḿecanique totaleEt du syst̀eme. En d́eduire l’́equation

diff érentielle v́erifiée par la fonctionα (t).

3 — Déterminer la ṕeriodeTpo des petites oscillations.

On consid̀ere deux rails circulaires de même rayonR. Sur chaque rail, on placèa l’instant initial une
sph̀ere de rayonr, de massemen des points reṕeŕes par le m̂eme angleαo (situation d́ejà repŕesent́ee
sur la Figure 1). Les sphères sont l̂ach́ees au m̂eme instant, avec une vitesse initiale nulle. Les deux
rails sont de nature différente, de sorte que la première sph̀ere roule sans glisser et que la seconde
glisse sans rouler.

4 — En utilisant des argumentsénerǵetiques qualitatifs, d́eterminer quelle est la sphère qui arrive
la premìere au point le plus basA. Le résultat est-il modifíe si les masses des sphères sont diff́erentes ?

5 — Établir une expression intégrale du tempsτ mis par la sph̀ere la plus rapide pour atteindre le
point A. Comment peut-on, sans calcul supplémentaire, obtenir le tempsτ ′ mis par la sph̀ere la plus
lente pour atteindre ce point ? Déterminer le rapportτ ′/τ.

FIN DE LA PARTIE I

II. — Rail suspendu

Figure 2 : Sph̀ere mobile sur un rail suspendu
Les anglesα et β sont mesuŕes par rapport̀a la verticale

et l’on note
∣∣∣
−→
OG

∣∣∣ = ℓ

Les pointsP et P′ sont attach́es enO par
des fils inextensibles de masse négligeable,
ce qui permet au rail d’osciller autour de
l’axe horizontal passant parO. La position
du milieu A du rail est reṕeŕee par l’angle
β repŕesent́e sur la Figure 2. Le centre de
masseG du rail se trouvèa chaque instant
sur la droiteOA à une distanceℓ de O. On
note J′ = MR2 le moment d’inertie du rail
par rapport̀a son axe de rotation. On appelle
respectivementN et T les composantes de
la force de ŕeaction du rail sur la sphère au
pointI selon̂r etα̂. La sph̀ere roule sans glis-
ser sur le rail, qui est maintenant en forme de
quart de cercle, les grandeursα et θ sont les
mêmes que celles utilisées dans la partie I.

II.A. — Description du mouvement

6 — Écrire la condition de roulement sans glissement reliantθ̇ , α̇ et β̇ = dβ/dt.

7 — Exprimer dansRg le moment cińetique−→σ1C de la sph̀ere enC et en d́eduire l’expression du
moment cińetique−−→σ1O de la sph̀ere enO.

8 — Exprimer dansRg le moment cińetique−−→σ2O du rail enO.

9 — Exprimer dansRg, l’ énergie cińetiqueECSde la sph̀ere, l’énergie cińetiqueECR du rail et enfin
l’ énergie cińetiqueECT de l’ensemble rail-sph̀ere.
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10 —Appliquer le th́eor̀eme du moment cińetique enO à l’ensemble rail-sph̀ere et en d́eduire une

équation diff́erentielle liant les fonctionsα (t) et β (t).

11 —Appliquer le th́eor̀eme du moment cińetique enC à la sph̀ere seule et en déduire l’expression
deT en fonction deθ̈ = d2θ/dt2, puis, en utilisant le ŕesultat de la question 6, en fonction deα̈ =
d2α/dt2 et β̈ = d2β/dt2.

12 — Appliquer le th́eor̀eme du moment cińetique enO au rail seul et en d́eduire la relation

diff érentielle

A
d2β
dt2

−B
d2α
dt2

= −Mgℓsinβ (1)

On exprimera la constanteA en fonction deM, metR et la constanteB en fonction dem, r etR

13 —Déduire des ŕesultats pŕećedents la relation

A′d
2α

dt2
−B

d2β
dt2

= −mg(R− r)sinα (2)

On exprimera la constanteA′ en fonction dem, r et R. Vérifier que l’́equation(2) est en accord avec
le résultat de la question 2.

14 — Retrouvez leśequations (1) et (2)̀a partir de consid́erationsénerǵetiques. D́emontrer que

AA′ > B2.

15 —Que traduit l’absence de termes enα̇ et β̇ dans leśequations(1) et (2) ?

II.B. — Modes d’oscillation

On consid̀ere dans cette sous-partie que les anglesα et β sont l’un et l’autre voisins de zéro, ce qui
permet de lińeariser leśequations(1) et (2). On poseD = Mgℓ et D′ = mg(R− r). On cherche les
solutions du système lińeariśe sous la forme

α (t) = Re
(
αoeiωt) et β (t) = Re

(
βoeiωt

)
(3)

où αo et βo sont deux nombres complexes,i2 = −1.

On appelle pulsation propre du système tout ŕeel positifω qui permet d’obtenir des solutionsnon
nullesdu syst̀eme lińeariśe sous la forme(3).

16 — Déterminer les pulsations propresω1 et ω2 du syst̀eme (ω1 > ω2) en fonction deA,A′,B,D
etD′.

On consid̀ere doŕenavant que les conditions initiales du système sont

α (t = 0) = αo et α̇ (t = 0) = β (t = 0) = β̇ (t = 0) = 0 (4)

17 — Montrer que siαo 6= 0, la solutionβ du syst̀eme lińeariśe est une fonction de la forme
β (t) = η [cos(ω1t)−cos(ω2t)]. On ne cherchera pas forcément̀a d́eterminer la constanteη en fonc-
tion des param̀etres du système.
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Figure 3 : Enregistrement deβ en radians
en fonction det en secondes

On ŕealise le montage expérimental de la
Figure 2 avec les param̀etres physiques
suivants

r = 1,27×10−2 m, R= 19 ×10−2 m

M = 90 ×10−3 kg, m= 67 ×10−3 kg

ℓ = 17,7 ×10−2 m, g = 9,81 m.s−2

On dispose d’un système de mesure qui
permet d’enregistrer la valeur de l’angle
β en fonction du temps. Pour des condi-
tions initiales du type(4), avecαo suffi-
samment faible, on obtient l’enregistre-
ment repŕesent́e sur la Figure 3.

18 — Déterminerà partir de la Figure 3, une valeur approximative des pulsations propres du
syst̀eme exṕerimental. Cette estimation est-elle compatible avec les valeurs th́eoriques ?

FIN DE LA PARTIE II

III. — Oscillations électriques

Figure 4 : Oscillateuŕelectrique

19 — On consid̀ere le montagéelectrique de
la Figure 4. Trouver leśequations diff́erentielles
vérifiées par les chargesq1(t) et q2(t) des deux
condensateurs.

20 — Quel est le lien entre ce montage et
l’oscillateur ḿecanique de la partie II. Relier les
constantesA, A′, B, D et D′ de la partie II aux ca-
ract́eristiques des composants du montage de la Fi-
gure 4.

FIN DE LA PARTIE III

FIN DE L’ ÉPREUVE
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