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ÉLÉMENTS D’ASTROPHYSIQUE
Ce probl̀eme se propose d’étudier dans un premier temps la formation et l’évolution d’uneétoile et
de s’int́eresser ensuitèa différents objets ćelestes tels que les comètes, les pulsars et les exoplanètes.
Toutes les sous-parties sont indépendantes entre elles. Les données ńecessaires aux applications
numériques sont rassembléesà la fin du sujet. Les vecteurs sont notés avec un chapeau s’ils sont
unitairesû, avec une fl̀eche−→v dans le cas ǵeńeral. Hormisi2 = −1, les nombres complexes sont
souligńes :z∈ C.

I. — Étude physique deśetoiles
Dans toute cette partie on considère qu’unéetoile est une boule de masseM, de rayonR, de masse
volumiqueρ suppośee constante et entourée de vide.

I.A. — Énergie potentielle d’uneétoile sph́erique, théorème du viriel

1 — On consid̀ere deux particules ponctuelles notéesQ1 et Q2 de massesm1 et m2 sépaŕees par
une distancer. Donner l’expression la force d’interaction gravitationnelle

−→
f 1→2 exerćee parQ1 sur

Q2. On utilisera le vecteur unitairêu =
−−−→
Q1Q2/r. En d́eduire l’expression de l’énergie potentielle de

gravitationEp assocíeeà cette force en fonction dem1,m2, r et de la constante de gravitationG. On
fixera l’origine du potentiel de telle manière queEp = 0 lorsquer → +∞.

On souhaite exprimer l’énergie potentielle de gravitation d’une boule homogène de masseM, de
centreO, de rayonR et de masse volumiqueρ suppośee constante. Cettéenergie correspond̀a
l’ énergie de constitution de la boule en amenant successivement depuis l’infini des couches sphériques
concentriques d’épaisseur dr.
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2 — On consid̀ere unétat interḿediaireBr de la boule dans lequel elle possède un rayonr tel
que 0< r < R et une massemr telle que 0< mr < M. Justifier le fait que l’interaction entreBr et
un corps ponctuel massifK situé hors deBr estéquivalentèa celle entre une particule ponctuelle
située enO de massemr etK . On ajoutèaBr une couche sph́eriqueCr de masse dm et d’épaisseur
dr. Déterminer l’́energie potentielle de gravitation dEp entreBr etCr . On exprimera dEp en fonction
de r, dr et deρ. En d́eduire que l’́energie potentielle de gravitation de la boule de rayonR s’écrit
Ep = αGM2/R où α est une constante numérique que l’on d́eterminera.

On consid̀ereà pŕesent que l’́etoile est constitúee d’un gaz parfait , chaque particule de ce gazétant
un atome d’hydrog̀ene d’́energie cińetiqueec = 3

2kBT où kB = R/N est la constante de Boltzmann,
R est la constante des gaz parfaits etN le nombre d’Avogadro. La pression donnée par la loi des
gaz parfaits est ici uniquement d’origine cinétique et on ne tient donc pas compte de la pression de
radiation. Dans ce modèle, la pressionP et la temṕeratureT sont des fonctions de la seule coordonnée
radialer, enfin le nombre de particules par unité de volumen est constant̀a l’intérieur de l’́etoile. On
suppose de plus que l’étoile est entourée de vide, ainsiP(R) = 0.

3 — Exprimer l’énergie cińetique totaleEc des particules constituant l’étoile sous la forme d’une
intégrale faisant intervenir la pressionP(r). En écrivant l’́equation d’́equilibre hydrostatique, et en
effectuant une int́egration par parties, montrer que l’on obtient la relation

2Ec = κEp

où κ est un facteur nuḿerique que l’on d́eterminera. Cette relation constitue le théor̀eme du viriel, il
est tr̀es utiliśe en astrophysique pour décrire les propríet́es d’objets tels que leśetoiles ou les galaxies.

I.B. — Pression et temṕerature dans uneétoile, réactions de fusion

4 — En int́egrant l’́equation d’́equilibre hydrostatique, déterminer la pressionP(r) au sein de
l’ étoile en fonction deM, G, R et r. Pour quelle valeur der cette pression est-elle maximale ? Ex-
primer cette valeur maximalePmax en fonction deG, M et R ainsi que la temṕerature maximaleTmax

correspondante en fonction deG, M, R, R et de la masse molaire de l’hydrogèneMH . Calculer
numériquementPmax etTmax dans le cas du Soleil.

5 — On consid̀ere qu’au sein de l’étoile, chaque atome d’hydrogène occupe une petit cube d’arête
β . Exprimerρ en fonction deMH , N et β , en d́eduire une expression deRen fonction deMH , N ,
M et β . Montrer alors que l’on peut mettre la masse de l’étoile sous la forme :

M = K(βTmax)
3/2 (1)

où la constanteK ne d́epend que de constantes fondamentales. Calculer la valeur numérique deK.

Pendant une grande partie de leur existence, lesétoiles tirent leuŕenergie de ŕeactions de fusion
thermonucĺeaire entre des atomes d’hydrogène qui produisent des atomes d’hélium. Pour que ces
réactions puissent s’amorcer au centre de l’étoile, il faut que l’́energie d’agitation thermique des
atomes surpasse l’énergie potentielle de répulsion coulombienne. La température qui r̀egne au centre
desétoiles permet de supposer que les atomes d’hydrogène qui fusionnent sont complètement ioniśes.
On consid́erera ici que l’́energie d’agitation thermique d’un de ces atomes estégaleà sonénergie
cinétiqueec = 3

2kBT.

6 — Déterminer l’́energie potentielléelectrostatique d’interactionupp entre deux protons sépaŕes
d’une distanceβ , on fixera l’origine du potentiel de telle manière queupp = 0 lorsqueβ → ∞. En
utilisant le ŕesultat(1) de la question 5, d́eterminer la valeur limiteMℓ de la masse de l’étoile pour
que les ŕeactions de fusion puissent avoir lieu. On exprimeraMℓ en fonction deK, kB, ε0 et de la
chargeélémentairee. Vérifier que la masse du Soleil est bien suffisante pour permettre la fusion de
l’hydrogène. L’homme a-t-il d́ejà ŕealiśe des ŕeactions de fusion nucléaire ?
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I.C. — Phénomènes convectifs
Depuis le d́ebut de cette partie, nous avons supposé que l’́etoileétait enéquilibre hydrostatique. Dans
le cas du Soleil, les couches externes (pourr compris entre 0,7R et R) sont le sìege de mouvements
de convection dans la direction radiale, causés par une grande hét́eroǵeńeité de la temṕerature dans
cette ŕegion. On admet cependant que cette convection ne brise pas l’ état d’́equilibre si le gradient
de temṕerature n’est pas trop grand, et en particulier inférieur en modulèa celui correspondantà une
transformation isentropique.

7 — Exprimer la composante radiale du gradient de températuredT
dr au sein d’unéetoile sph́erique

constitúee d’un gaz parfait de coefficientγ = cp/cv enévolution isentropique en fonction de la pres-
sionP(r), de la temṕeratureT (r) et de la composante radiale du gradient de pression.

I.D. — Puissancéemise et duŕee de vie du Soleil

Pour rendre compte de la puissanceémise par le Soleil, on néglige la conduction et la convection
thermique et on ne retient que le processus d’échange thermique radiatif décrit ci-dessous.
Chaque sph̀ere de rayonr au sein du Soleil c̀ede, pendantdt, l’ énergie

δWr = φ(r)dt

où la quantit́e φ(r) est appeĺee flux radiatif d’́energie. Ce flux est radial et dirigé vers l’ext́erieur. La
production d’́energie dans le Soleil est assurée par les ŕeactions nucĺeaires au cœur de l’étoile, mais
selon un mod̀ele tr̀es simple, nous supposerons que la puissanceε dégaǵee par unit́e de masse par ces
réactions, d́ecrôıt linéairement avec le rayon selon la relation

ε (r) = σ(1−
r

RS
) avec 0< r < RS

L’unit é deε est le W.kg−1 et σ est une constante. La masse du Soleil est notéeMS, son rayonRS et
sa masse volumiqueρS est suppośee constante dans ce modèle .

8 — En écrivant un bilańenerǵetique sur une couche sphérique d’́epaisseur dr en ŕegime per-
manent, d́eterminerφ(r) si l’on fait l’hypothèse que le flux radiatif est nul enr = 0. En d́eduire la
puissanceP = φ(RS) émise par le Soleil dans tout l’espace en fonction deσ et MS. Des mesures
depuis la Terre, ou depuis un satellite, indiquent queP = 3,8×1026W, calculer la valeur nuḿerique
de la constanteσ .

L’ énergie transportée au sein du Soleil est produite par les réactions de fusion de l’hydrogène en
hélium qui ont lieu en son cœur : la région centrale la plus chaude représentant 14% de sa masse.
Chacune de ces réactions convertit 4 atomes d’hydrogène en un atome d’hélium et fournit l’́energie
Ef = 4,23×10−12J. Onévalueà 70% la masse du cœur susceptible de fusionner en hélium. On fait
l’hypothèse que la puissanceémise par le Soleil est constante.

9 — En utilisant une ćelèbreéquation d’Albert Einstein, d́eterminer la valeur nuḿerique de la
masse transforḿee enénergie par le Soleil chaque seconde. En déduire la valeur nuḿerique de la
masse d’hydrog̀ene transforḿee en h́elium par le Soleil chaque seconde. Combien de temps reste-t-il
au Soleil avant qu’il ait́epuiśe tout son hydrog̀ene ? On exprimera ce temps en années.

FIN DE LA PARTIE I
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II. — Quelques problèmes d’astrophysique

II.A. — Orientation de la queue d’une comète

Une particule sph́erique de rayonµ de masse volumiqueρc située dans l’espace interstellaireà la
distancer du Soleil reçoit de la part de cetteétoile uneénergieδW pendant l’intervalle de temps
dt. Si l’on consid̀ere que toute cettéenergie est absorbée par la particule, celle-ci subit une force

−→
F

radiale ŕepulsive, duèa la pression de radiation, dont le module s’écrit F = 1
c

δW
dt où c est la ćelérité

de la lumìere dans le vide.

10 —Déterminer l’expression deF en fonction deµ, r, c et de la puissanceP émise par le Soleil.
À quelle condition surµ cette force est-elle supérieureà la force de gravitation exercée par le Soleil
sur la particule ? La valeur limiteµℓ sera expriḿee en fonction deP, G, MS, ρc et c. Calculer la
valeur nuḿerique deµℓ pour une valeur de la masse volumiqueρc = 3,0×103kg.m−3.

11 — Une com̀ete est constitúee d’un noyau, d’une chevelure et de plusieurs queues dont l’une,
constitúee de fines poussières, est toujours situéeà l’oppośe du Soleil par rapport au noyau. Comment
interpŕetez-vous ces observations ?

II.B. — La plan ète Osiris

En 1999, des astrophysiciens ont observé une baisse ṕeriodique de la luminosité de l’́etoileHD 209458
située dans la constellation de Pégasèa 150 anńees-lumìere de la Terre. Cette chute de luminosité dure
quelques heures puis la luminosité reprend sa valeur habituelle, le phénom̀ene se reproduit avec une
périodeT = 3,5 jours. On interpr̀ete cette variation par l’existence d’une planète, baptiśee Osiris,
tournant autour de l’étoile et dont on admettra que le plan de l’orbite passe par laTerre. La luminosit́e
de la plaǹete est supposée ńegligeable par rapportà celle de l’́etoile. On supposeráegalement dans la
suite que la massem2 de la plaǹete Osiris est tr̀es inf́erieureà la massem1 de l’étoile HD 209458 et
qu’Osiris est l’unique plaǹete de cettéetoile.

12 —Pourquoi la baisse périodique de luminosité peut-elle s’interpŕeter comme l’existence d’une
plaǹete ? Sachant que la baisse périodique de luminosité observ́ee est de 1,7% , exprimer le rayon
R2 d’Osiris en fonction du rayonR1 de HD 209458. Par des mesures spectrométriques, on peut
déterminer le type de l’étoile HD 209458 ce qui permet d’obtenir (en utilisant un modèle d’́etoile)
son rayon, on trouveR1 = 1,1 RS. En d́eduire la valeur nuḿerique deR2 que l’on exprimera en
fonction du rayon moyen de JupiterRJ.

13 — Les effets de marée conduisent rapidementà l’annulation de l’excentricit́e de l’orbite de
la plaǹete dans ce type de configuration. Préciser, dans ces conditions, le type de mouvement suivi
par Osiris autour de sońetoile. Pendant l’intervalle de temps nécessaire aux diverses mesures, on
peut consid́erer que le systèmeHD 209458−Osiris est en translatioǹa la vitesse−→vt dans le ŕeférentiel
géocentrique. La composante radiale de cette vitesse est mesurable depuis la Terre en utilisant l’ef-
fet Doppler-Fizeau. On remarque que cette vitesse radiale varie ṕeriodiquement entre les valeurs
extr̂emesvr− = 14,68 km.s−1 etvr+ = 14,85 km.s−1. Déterminer le modulev1 de la vitesse orbitale de
l’ étoileHD 209458 dans le référentielRB barycentrique du systèmeHD 209458−Osiris.

14 — On notev2 le module de la vitesse orbitale de la planète Osiris dansRB suppośe galiĺeen.
Quelle relation existe-t-il entrem1, m2, v1 et v2 ? Exprimerm2 en fonction dev1, m1, T et de la
constante de gravitationG. On pourra ńegligerm2 devantm1.

15 — Sachant quem1 = 1,1 MS, calculer la valeur nuḿerique dem2 en fonction de la masseMJ

de Jupiter.
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II.C. — Le r éseaúechelette
La détection d’exoplaǹetes de petites dimensions nécessite
de pouvoir mesurer la variation de la vitesse radiale d’une
étoile avec une grande précision.
Le télescope HARPS (High Accuracy Radial Velocity for
Planet Research) situé à l’observatoire de La Silla au Chili
mesure la vitesse radiale d’uneétoile avec une précision de
l’ordre de 1 m.s−1 ce qui lui a permis en avril 2007 de
découvrir la premìere petite exoplaǹete nomḿee GLIESE

581c. Ce t́elescope utilise un réseauéchelette qui permet
d’obtenir une tr̀es bonne luminosité dans un ordre d’in-
terférencéelev́e.
Ce type de ŕeseau est constitué d’un grand nombren de
petites facettes parfaitement réfléchissantes inclińees d’un
angleγ par rapport au plan du réseau et śepaŕees d’une dis-
tancea. Chaque facette, de largeurℓ = acosγ, estéclaiŕee
en incidence normale par une onde plane monochromatique
de longueur d’ondeλ .

µ

°

O1

O2

O3

M

a

FIG. 1 – Le ŕeseaúechelette.

On observe l’onde réfléchie« à l’infini » dans la directionθ grâceà une lunette. Les centres des
facettes not́esOk pourk = 1, · · · ,n sont donc distants dea, on noteraM un point quelconque d’une
facette. Le dispositif est représent́e sur la figure 1.

16 —Rappeler le principe d’Huygens-Fresnel.

17 — On notex la distance entre un pointM situé sur la deuxìeme facette etO2. Exprimer, en
fonction dex et θ , la différence de marche« à l’infini » δ (M/O2) entre les rayons issus des sources
secondaires sitúees enO2 et enM. De m̂eme, exprimer, en fonction dea, γ et θ , la différence de
marche« à l’infini » δ (O2/O1) entre les rayons issus deO1 et O2. Le d́ephasage entre ces deux
rayons sera par la suite noté ϕ.

18 —Exprimer l’amplitude totale de l’ondéemise due auxn facettes. En d́eduire l’intensit́e totale
I observ́ee« à l’infini ». Montrer que celle-ci peut̂etre mise sous la forme

I = I0sin2
c

[
πacosγ sinθ

λ

]
Fn(ϕ) avecFn(ϕ) =

[
sin

(nϕ
2

)

sin
(ϕ

2

)
]κ

où la fonction sinc(u) = (sinu)/udésigne le sinus cardinal de l’angleu, etκ est une constante que l’on
déterminera. Comment s’interprète physiquement chacun des facteurs intervenant dans l’expression
deI .

19 —Quelle est la ṕeriode de la fonctionFn(ϕ) ? Tracer l’allure de la fonctionFn(ϕ) pourn≫ 1.

20 — Pour quelle valeurθm deθ la fonction sin2c [πacos(γ)sin(θ)/λ ] admet-elle un maximum
global ? On remarque queθm correspond aux rayons qui se sont réfléchis selon les lois de Snell-
Descartes de la réflexion. On souhaite que, pourθ = θm qui correspond̀a un maximum d’intensité, la
fonctionFn(ϕ) ait un maximum correspondantà l’ordre d’interf́erencep = 140. Ce ŕeseaúechelette
permettra donc d’avoir un ordre d’interférence 140 tr̀es lumineux pour une longueur d’onde donnée.
Déterminer l’angleγ correspondant, calculer sa valeur siλ = 431 nm et si le ŕeseau contient 32
facettes par millim̀etre.
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Éléments d’astrophysique

21 — La source d’une ondéelectromagńetique plane de longueur d’ondeλo poss̀ede une vitesse
radialev dans un ŕeférentiel galiĺeen d’origineO. Du fait de l’effet de l’effet Doppler-Fizeau, un
observateur fixe enO mesure, pour la longueur de cette même onde, une valeurλ = λo(1−v/c).
En d́eduire l’expression de la variation∆λ en fonction deλo, c et de la variation∆v. Pour l’étoile
HD 209458, on veut pouvoir distinguer la variation de vitesse radiale∆v lorsque la vitesse passe de
14,68 km.s−1 à 14,85 km.s−1. On observe dans l’ordre 140 la longueur d’ondeλ = 431 nm avec le
réseaúechelette pŕećedent. D́eterminer l’expression de la variation∆θ de l’angleà la sortie du ŕeseau
assocíeeà la variation∆v observ́ee pourHD 209458. Calculer nuḿeriquement la valeur de∆θ .

22 — Lorsqu’on se placèa un ordreélev́e, on a un risque de chevauchement d’ordres. Quelles
sont les longueurs d’ondeλ ′ et λ ′′ qui correspondraient̀a la m̂eme d́eviation que la longueur d’onde
λ = 431 nm dans l’ordre 140 mais avec des ordres 139 et 141 ?

FIN DE LA PARTIE II

Pour les applications nuḿeriques, on utilisera les données suivantes

Masse molaire de l’hydrog̀ene :MH = 1,0×10−3 kg.mol−1 Masse du Soleil :MS = 2,0×1030 kg
Constante de gravitation :G = 6,67×10−11 N.m2.kg−2 Rayon solaire :RS = 7,0×108 m
Constante des gaz parfaits :R = 8,31 J.K−1.mol−1 Masse de Jupiter :MJ = 1,9×1027 kg
Vitesse de la lumìere dans le vide :c = 3,0×108 m.s−1 Rayon de Jupiter :RJ = 7,0×107 m
Permittivit́e du vide :ε0 = (36π)−1

×10−9 F.m−1 Masse de la Terre :M⊕ = 6,0×1024 kg
Perḿeabilit́e du vide :µ0 = 4π ×10−7 H.m−1 Rayon terrestre :R⊕ = 6,4×106 m
Constante d’Avogadro :N = 6,02×1023 mol−1

Chargéelémentaire :e= 1,6×10−19 C
Masse de l’́electron :me = 9,1×10−31 kg

FIN DE L’ ÉPREUVE
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