
ÉCOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSŚEES.
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DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT–́ETIENNE, DES MINES DE NANCY,
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CONCOURS D’ADMISSION 2008
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PHYSIQUE I — PSI.
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MODÉLISATION DES DUNES DE SABLE
Ce probl̀eme, dont la source est la thèse de F. RIOUAL (2002), aborde quelques aspects des propriét́es
des milieux granulaires. Les différentes parties de cetteépreuve sont largement indépendantes entre
elles. Les deux premières concernent la description microscopique des interactions entre particules de
milieux granulaires. La troisième partie concerne la dynamique de la formation de rides de sable dans
les d́eserts. Dans toute l’épreuve, exprimer signifie donner une expression littérale et calculer signifie
donner une valeur nuḿerique. La quantit́ex′ désigne la d́erivée totale dex par rapport au tempst. Les
vecteurs sont notés avec un chapeau s’ils sont unitairesûx, avec une fl̀eche−→v dans le cas contraire.

I. — Collisions sans perte d’́energie : Le mod̀ele de Hertz

Lors d’un choc frontal entre deux billes sphériques homog̀enes, l’́energie cińetique initiale est d’abord
convertie eńenergie de d́eformationEd puis restitúee sous forme d’énergie cińetique.

Figure 1

Lorsque les deux billes sont en compression l’une par rap-
port à l’autre, un ḿeplat circulaire de diam̀etrea apparâıt
autour du point de contact initial (Fig. 1). On note 2δ la lon-
gueur d’interṕeńetration des deux billes que l’on considère
identiques de massem, de rayonR et de masse volumique
ρb = 3m/(4πR3). Dans le ŕeférentiel du centre de masse,
elles se d́eplacent sur un axe horizontal avec des vitesses de
même modulev et de sens opposés. Le contact avec la sur-
face(S) se fait sans frottement et on néglige le mouvement
de rotation des billes.
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Quand la distance entre les deux centres de billes devient inférieure au diam̀etre d’une bille, elles
entrent en contact et subissent une déformationélastique, sous l’action d’une force, qui n’a de sens
physique que pourδ ≥ 0, dont le module est noté Fde. Si l’on noteP la pression moyenne agissant
sur la surface de contact, la loi de Hooke stipule que

P =
Fde

4πa2 = ε
δ
a

où ε est une constante positive appelée module de Young de la bille et qui caractérise sońelasticit́e.
Dans cette partie, la collision est supposéeêtreélastique, c’est-̀a-dire que l’́energie ḿecanique totale
du syst̀eme des deux billes est identique avant et après le choc (après que les billes se sont sépaŕees).
On consid̀ere dans toute cette partie queδ ≪ R.

1 — Vérifier queε est homog̀eneà une pression. Montrer qu’à l’ordre 1 enδ/R, le diam̀etre du
méplat s’́ecrita = 2

√
2Rδ . On conservera cette expression dans tout le problème.

2 — Donner l’expression du moduleFde de la force de d́eformation en fonction deR, δ et ε . En
déduire, l’́energie potentielleEp dont d́erive cette force. On prendraEp ≥ 0.

Figure 2

3 — On notex1 etx2 les abscisses respectives des centres
des billes (Fig. 2). Quand la distance entre ces centres est
inférieure au diam̀etre, donner la relation entreδ , x1, x2 et
R. En d́eduirex′1 = dx1/dt en fonction deδ ′ = dδ/dt.

4 — Exprimer l’énergie ḿecanique totaleEm des deux
billes pendant le choc en fonction deR, ε, m, δ et δ ′ ?

5 — Pourquoi la quantit́e de mouvement du système
constitúe par les deux billes est-elle la même avant et après
le choc ? Quelle est la relation simple liant les vitesses−→w1 et
−→w2 des billes une fois qu’elles se sont sépaŕees ?

6 — Quelle est la relation liantv à la norme des vecteurs−→w de la question 5 ?

7 — Déterminer la valeur maximaleδm atteinte parδ au cours de la collision en fonction deρb, v,
ε etR. Que constatez-vous pour la déformation maximaleum = δm/R?

8 — En utilisant l’expression de l’énergie ḿecanique totaleEm, déterminer la duŕeeτ de la colli-
sion, c’est-̀a-dire le temps pendant lequel les billes restent en contact. On exprimeraτ en fonction de
ε, m, v, R et de l’int́egrale

I =
∫ 1

0

du√
1−u5/2

9 —Application nuḿerique : calculerτ etum pour des particules de sable de vitessev= 3,00 m.s−1,
de module de Youngε = 7,00×1010 Pa et de masse volumiqueρb = 2,50×103 kg.m−3 dans les deux
cas suivants :R= 1,00×10−4 m etR= 1,00×10−3 m. On donneI ≈ 1,47. On v́erifiera que le ŕesultat
est expriḿe en secondes.

FIN DE LA PARTIE I

II. — Collisions avec perte d’énergie

Figure 3

On consid̀ere maintenant deux billes déformables
inélastiques se d́eplaçant sur un axe horizontal avec
les vitesses−→v1 = v1ûx pour la particule à gauche et
−→v2 = v2ûx pour la particulèa droite.
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On consid̀ere v1 > v2 : il y a donc collision ; les vitesses après le choc sont notées−→w1 = w1ûx et
−→w2 = w2ûx. On suppose que la collision est instantanée ; le coefficient de restitution, notée, est d́efini
par la relation

e= −w2−w1

v2−v1

10 — La quantit́e de mouvement du système constitúe par les deux billes est-elle la même avant
et apr̀es le choc ?

11 — Exprimer, en fonction dev1, v2, m et e, la perte d’́energie cińetique des deux billes causée
par la collision.

12 — Pour toute la suite de la partie II, on suppose désormais quev1 = −v2 = v (choc de plein
fouet). Exprimer la perte d’énergie cińetique des deux billes liée au choc, en fonction dem, eetv.

13 — Au cours de la collision, la d́eformation rapide de la bille, d’amplitude maximaleδm, est
maintenant source de dissipation. Ce phénom̀ene est associé à une force de moduleFd. On suppose
que cette force est reliéeà la forceélastique non dissipativeFde de la partieI par la relation

Fd = Aδ ′∂Fde

∂δ

Quelle est la dimension de la constante positiveA? Exprimer, sous la forme d’une intégrale sur
l’intervalle [0,δm], l’ énergieUd dissiṕee au cours de la collision en fonction deA, ε, R, δ , δ ′ et δm.

14 — On suppose que l’énergie dissiṕee est faible devant l’énergie cińetique initiale. Eńecrivant
un bilanénerǵetique, justifier que pendant la collision on puisseécrire

δ ′ 2 = v2

(
1− 16π

√
2R

5mv2 εδ 5/2

)

Exprimerδ ′ en fonction deε, R, δm, mety = δ/δm.

15 —Déduire de la question préćedente que l’́energie dissiṕee lors de la collision est de la forme

Ud = A vβ f (ε,R,m)

où β est une constantèa d́eterminer etf une fonction sans intér̂et ici. On v́erifiera queβ est voisin de
2.

16 — La théorie de Kuwabara et Kono prévoit que l’on puisse ramener la collision de plein
fouet des deux particules déformables dissipatives,à une collision instantanée avec un coefficient de
restitution effectif tr̀es proche de 1 qui dépend de la vitesse d’impact de telle manière que 1−e soit
proportionnel̀av1/5. Justifier cette th́eorie en consid́erant que la totalit́e de la perte d’́energie cińetique
est dissiṕee lors de la collision.

17 — Expliquer qualitativement pourquoi le coefficient de restitution tend vers 1 pour les faibles
vitesses. Ce coefficient est-il une propriét́e des particules ou une propriét́e de la collision ?

FIN DE LA PARTIE II
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MODÉLISATION DES DUNES DE SABLE

III. — Le transport éolien du sable : Le mod̀ele d’Anderson

Figure 4

Figure 5

Les rideséoliennes sont des motifs qui se développent, par
exemple dans les déserts,̀a partir d’un sol plat, perpendicu-
lairementà la direction du vent (Fig. 4). On cherche dans
cette partièa mod́eliser leur formation. Ŕegulìerement, le
désert est soumis̀a un vent suffisamment fort pour empor-
ter des grains de sable sur des distances importantes : ce
mécanisme est appelé saltation. Puisque le vent les a triés,
on admettra que les grains en saltation sont tous entraı̂nésà
la même vitesse, et ont tousà peu pr̀es la m̂eme massem.
Ainsi, ils suivent tous, en moyenne, la même trajectoire.

En particulier, leurs angles d’impact sur la surface sableuse sont en moyennéegaux et de l’ordre
de 14 degŕes. On noteα cet angle caractéristique (Fig. 5). La collision d’un grain de sable sur le
sol produit localement l’́ejection de plusieurs particulesà des vitesses plus faibles que la vitesse
de la particule incidente. Les particuleséject́ees retombent sur le lit de sable au voisinage du point
d’impact ; ce ph́enom̀ene est appelé reptation. La distance caractéristique de parcours des grains en
reptation est notéeℓr . On suppose que le lit de sable est formé de rides invariantes par translation dans
la direction perpendiculaire au vent de sable. La hauteur dulit de sable ne d́epend alors que d’une
seule variable d’espace notéex et du tempst ; on la noteh(x, t). On appelleQ(x, t) la masse de grains
transport́esà l’abscissex et à l’instantt par unit́e de temps et par unité de largeur ; on rappelle que
[Q] = [M] [L]−1 [T]−1. Ce flux par unit́e de largeur est la somme de deux contributions, celle des grains
en reptation, notéeQr , et celle des grains en saltation, notéeQs. On suppose dans toute cette partie
que le flux des grains en saltation est constant et uniforme avec une incidence fixe d’angleα. On note
enfinρ la masse volumique du lit de grains, que l’on suppose uniforme et constante.

18 — En écrivant la conservation locale de la masse sur une tranche de grains d’extensionδx et
de largeurL, établir la relation

∂h(x, t)
∂ t

+
1
ρ

∂Q(x, t)
∂x

= 0

19 — Soit Ne(x, t) le nombre de grainśeject́esà l’abscissex par unit́e de temps et de surface ; on
rappelle que le flux de reptation est donné par

Qr(x, t) = m
∫ x

x−ℓr

Ne(u, t)du

déterminer l’́equation aux d́erivées partielles reliant les fonctionsh etNe.
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Figure 6 : Saltation sur un lit plat (a), et sur un
lit de pente localeθ (b). La quantit́edµ repŕe-

-sente un voluméelémentaire de grains en
saltation.

20 — On noteNo le nombre de grains en saltation
arrivant sur une surface horizontale par unité de temps
et de surface. Soitn la densit́e de grains de vitesse
v arrivant sur une surface horizontale avec une incli-
naisonα . Le nombre de grains arrivant sur une sur-
face d’aireSpendant le tempsdt est doncdN = n dµ
(Voir Fig. 6). ExprimerNo en fonction den, v et α.
En d́eduire que le nombreNs de grains en saltation
par unit́e de surface et de temps entrant en collision
avec le lità l’abscissex est donńe par la relation

Ns(θ) = No

[
1+

tan(θ)

tan(α)

]
cos(θ)

21 — Établir l’équation aux d́erivées partielles reliant les fonctionsθ(x, t) eth(x, t).

22 — Le mod̀ele d’Anderson consistèa supposer que le nombre de grainséject́es du lit est pro-
portionnel au nombre de grains en saltationNs : Ne(x, t) = noNs(x, t) , où no est le nombre de grains
éject́es lors d’une collision. Sous cette hypothèse, et en s’appuyant sur le résultat de la question 19,
établir l’équation d’́evolution deh(x, t) en fonction dem, no, ρ, Ns(x, t) etNs(x− ℓr , t).

23 —Déduire de cettéetude l’́equation suivante

∂h
∂ t

= − mnoNo

ρ tan(α)

[(
tan(α)+

∂h
∂x

)
cos(θ)

]x

x−ℓr

24 —Montrer queh(x, t) = ho = cste est une solution possible de l’équation de la question 23 (on
la nomme solution triviale).
On cherche dorénavant̀a analyser la stabilité de la solution triviale dans le régime des petites incli-
naisons. On considère donc que cos(θ(x, t)) = cste≈ 1

25 — Ecrire l’équation aux d́erivées partielles v́erifiée parh en faisant apparaı̂tre la constante
co = mnoNo/ρ. Quelle est la dimension deco ?

26 —On cherche la solution de l’équation de la question 25 sous la forme complexe

h(x, t) = ho +h1exp[i(kx−ωt]exp(γt)

avecho et h1 deux ŕeels tels que|ho| ≪ |h1|, puis k, ω et γ trois param̀etres ŕeels. D́eterminer les
expressions deω et γ en fonction deu = kℓr et ωo = co/(ℓr tan(α)).

27 —A quelle condition surk et ℓr la solution propośeeà la question pŕećedente est-elle stable ?

28 — On notevg et vϕ les vitesses de groupe et de phase des rideséoliennes dans le cadre de la
solution triviale perturb́ee d́ecrite dans les questions 26 et 27. Déterminer la relation entrevg, vϕ , γ et
ℓr .

29 — On dit d’un milieu qu’il est dispersif lorsque la célérité d’une onde en propagation dans ce
milieu dépend de sa fréquence. Le sable vous semble-t-ilêtre un milieu dispersif ou non ? On justifiera
soigneusement sa réponse.

FIN DE LA PARTIE III

FIN DE L’ ÉPREUVE
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