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MODELISATION DES DUNES DE SABLE

Ce probéme, dont la source est lagbe de F. RIOUAL (2002), aborde quelques aspects des g&xpori
des milieux granulaires. Les déffentes parties de cetépreuve sont largement iapendantes entre
elles. Les deux prerares concernent la description microscopique des intereotntre particules de
milieux granulaires. La troisime partie concerne la dynamique de la formation de ridealile dans
les ceserts. Dans toutedpreuve, exprimer signifie donner une expressiogréte et calculer signifie
donner une valeur nuenique. La quantéx’ designe la érivée totale de par rapport au temps Les
vecteurs sont nés avec un chapeau s'ils sont unitaiigsavec une #iche' vV dans le cas contraire.

|. — Collisions sans perte dénergie : Le mockle de Hertz

Lors d’'un choc frontal entre deux billes spfgues homognes, [energie cigtique initiale est d’abord

convertie erenergie de éformationEy puis restit@e sous forme @nergie cigtique.
26 Lorsque les deux billes sont en compression I'une par rap-

port a l'autre, un néplat circulaire de diagtre a apparét
autour du point de contact initial (Fig. 1). On noi&Ia lon-
gueur d’inter@rétration des deux billes que I'on consré
identiques de masg®, de rayonR et de masse volumique

pp = 3m/(4mR3). Dans le éferentiel du centre de masse,
elles se éplacent sur un axe horizontal avec des vitesses de
(S) méme moduley et de sens oppés. Le contact avec la sur-

. face(S) se fait sans frottement et oglige le mouvement
Figure 1 de rotation des billes.
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Quand la distance entre les deux centres de billes devigrienre au diamtre d'une bille, elles
entrent en contact et subissent urdodmationélastique, sous I'action d’une force, qui n'a de sens
physique que poud > 0, dont le module est netye. Si I'on noteP la pression moyenne agissant
sur la surface de contact, la loi de Hooke stipule que

ou € est une constante positive appeimodule de Young de la bille et qui cagxtte sorelasticie.
Dans cette partie, la collision est suppesétreélastique, c’esi&-dire que lénergie necanique totale
du syséme des deux billes est identique avant ekape choc (agrs que les billes se sorémages).
On consi@re dans toute cette partie gdiex R.

‘4 1 — Veérifier ques est homognea une pression. Montrer cul’ordre 1 end /R, le dianetre du
méplat secrita = 2v/2Rd. On conservera cette expression dans tout le probl

1 2 — Donner I'expression du modulge de la force de dformation en fonction dB, d ete . En
déduire, Iénergie potentiell&p dont cerive cette force. On prendEs, > 0.

24 1 3—On notex; etxy les abscisses respectives des centres

des billes (Fig. 2). Quand la distance entre ces centres est
inférieure au diamtre, donner la relation entd& x;, X, et
R. En ceduirex] = dx/dt en fonction ded’ = dd/dt.

4 4 — Exprimer I'energie neécanique total&,, des deux
billes pendant le choc en fonction &g, m, d etd’ ?

1 5 — Pourquoi la quanti de mouvement du syshe

R-6 R-9 constite par les deux billes est-elle laéme avant et aps

X2 - X le choc ? Quelle est la relation simple liant les vitessgst
Figure 2 w5 des billes une fois qu’elles se so@mEes ?

‘4 6 —Quelle est la relation liant a la norme des vecteurs de la question 57?

1 7 — Déterminer la valeur maximal®, atteinte pa® au cours de la collision en fonction gg, v,
€ etR. Que constatez-vous pour lafdrmation maximale@ny, = dm/R?

'Jd 8 — En utilisant I'expression deé&nergie necanique total&,,, determiner la duket de la colli-
sion, c’esta-dire le temps pendant lequel les billes restent en cor@aceéxprimerar en fonction de
€, m v, Ret de l'integrale

|— /1 du
0 /1-—u/2
'd 9— Application nunérique : calculer etun, pour des particules de sable de vitegse3,00 ms 1,
de module de Young = 7,00x 10'° Pa et de masse volumigpg = 2,50x 10° kg.m~3 dans les deux

cas suivantsR=1,00x 10~4m etR=1,00x 10-3m. On donné ~ 1,47. On \érifiera que le@sultat
est expring en secondes.

FIN DE LA PARTIE |

Il. — Collisions avec perte d’énergie

. . u., On consigre maintenant deux billes etbrmables
‘ > Vi ‘ >V2 — inélastiques se @placant sur un axe horizontal avec
les vitessesv; = vily pour la particuled gauche et
Figure 3 V5 = Vol pour la particuléx droite.
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On consi&rev; > v, : il y a donc collision; les vitesses & le choc sont néesw; = w; Uy et
W5 = WoUy. On suppose que la collision est instar@anle coefficient de restitution, réog, est dfini
par la relation

W2 —Wy

Vo —Vq

e=—

‘1 10 — La quantié de mouvement du syshe constité par les deux billes est-elle laéme avant
et apes le choc ?

'd 11 — Exprimer, en fonction de&q, vo, mete, la perte dénergie cigtique des deux billes cagrs
par la collision.

'd 12 — Pour toute la suite de la partie 1l, on suppogésarmais que, = —Vv»> = v (choc de plein
fouet). Exprimer la perte éhergie cigtique des deux billesde au choc, en fonction ds, e etv.

‘A 13 — Au cours de la collision, la@&ormation rapide de la bille, d’'amplitude maximalg, est
maintenant source de dissipation. C&pbnene est assoeia une force de modulgy. On suppose
gue cette force est rélea la forceélastiqgue non dissipativgye de la partid par la relation

dFde
Fy=Ad0—=
1 =A% 55

Quelle est la dimension de la constante posith/2 Exprimer, sous la forme d’'une égrale sur

I'intervalle [0, o], I' énergiely dissigee au cours de la collision en fonction Aleg, R, 8, &’ et dn.

'd 14 — On suppose queéhergie dissipe est faible devantéhergie cigtique initiale. Erecrivant
un bilanénergtique, justifier que pendant la collision on puigsere

522 (1 LVR 552
5m\2

Exprimerd’ en fonction deg, R, &y, mety = &/ .
‘1 15 —Déduire de la question pedente que Energie dissipe lors de la collision est de la forme

Ug=AV f(e,Rm)

ou B est une constanteceterminer eff une fonction sans ietét ici. On \erifiera queB est voisin de

2.

1 16 — La theorie de Kuwabara et Kono @voit que I'on puisse ramener la collision de plein
fouet des deux particulegtbrmables dissipativea, une collision instanta@e avec un coefficient de
restitution effectif tes proche de 1 quiépend de la vitesse d'impact de telle n&eique 1- e soit
proportionnefv!/®. Justifier cette thorie en consigrant que la totakit de la perte &nergie ciktique
est dissige lors de la collision.

d 17 — Expliquer qualitativement pourquoi le coefficient de resion tend vers 1 pour les faibles
vitesses. Ce coefficient est-il une prateides particules ou une progig de la collision ?

FIN DE LA PARTIE Il
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lll. — Le transport éolien du sable : Le mo@le d’Anderson
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Figure 4

Les rideséoliennes sont des motifs qui sewveloppent, par

K ALX e>$emple dans I_es’ed;_ertsa partir d’u_n sol plat, perpendicu-

\ lairementa la direction du vent (Fig. 4). On cherche dans

\ cette partiea mockliser leur formation. Bgulierement, le
/ désert est soumia un vent suffisamment fort pour empor-

ter des grains de sable sur des distances importantes : ce
mécanisme est appebkaltation. Puisque le vent les &8j
on admettra que les grains en saltation sont tousiegsa

la méme vitesse, et ont todspeu pes la néme massen.
Ainsi, ils suivent tous, en moyenne, l&&me trajectoire.

Figure 5

En particulier, leurs angles d’'impact sur la surface saf@ezsont en moyennegaux et de I'ordre
de 14 deges. On notex cet angle caraétistique (Fig. 5). La collision d’'un grain de sable sur le
sol produit localement &jection de plusieurs particulés des vitesses plus faibles que la vitesse
de la particule incidente. Les particulegctes retombent sur le lit de sable au voisinage du point
d’'impact; ce pnonene est appélreptation. La distance caradstique de parcours des grains en
reptation est n@e/,. On suppose que le lit de sable est férde rides invariantes par translation dans
la direction perpendiculaire au vent de sable. La hautelditdi¢ sable ne épend alors que d’'une
seule variable d’espace ®@eatx et du temps ; on la noteh(x,t). On appelleQ(x,t) la masse de grains
transporésa 'abscissex et a I'instantt par unie de temps et par ugitde largeur; on rappelle que
[Q] =[M][L] " [T] L. Ce flux par unié de largeur est la somme de deux contributions, celle dessgra
en reptation, n@eQ;, et celle des grains en saltation, @€Qs. On suppose dans toute cette partie
gue le flux des grains en saltation est constant et uniforme @ve incidence fixe d’angte. On note
enfinp la masse volumique du lit de grains, que I'on suppose unéogtrconstante.

'd 18 —En écrivant la conservation locale de la masse sur une trarelgeains d’extensiodx et
de largeul, établir la relation
oh(x,t) 19Q(x,t)
ot o ox

d 19 —SoitNe(x,t) le nombre de graingjecésa I'abscisse par unié de temps et de surface ; on
rappelle que le flux de reptation est dénpar

X
Qr(x,t) = m/ Ne(u,t)du
X—ér
déeterminer lequation aux @rivées partielles reliant les fonctiohset Ne.
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1 20 —On noteN, le nombre de grains en saltation
(a) (b) arrivant sur une su_rface hori_zontale par amie te_mps
et de surface. Soit la densié de grains de vitesse
v arrivant sur une surface horizontale avec une incli-
naisona . Le nombre de grains arrivant sur une sur-
face d’aireSpendant le tempdt est donadN = n du
(Voir Fig. 6). ExprimerN, en fonction den, v et a.
En déduire que le nombrdls de grains en saltation
Bgr unié de surface et de temps entrant en collision
avec le lita 'abscisse est dong par la relation

vt a+6

Figure 6 : Saltation sur un lit plat (a), et sur

lit de pente localé® (b). La quantié du repre-

-sente un volumélementaire de grains en
saltation.

Ns(8) = No {1+ :Zggﬂ cog6)

1 21 —Etablir I'equation aux érivees partielles reliant les fonctiof$x,t) eth(x,t).

d 22 — Le mockle d’Anderson consist& supposer que le nombre de gra@psceés du lit est pro-
portionnel au nombre de grains en saltathdyt Ne(X,t) = ngNs(x,t) , ol Ny est le nombre de grains
ejeces lors d’'une collision. Sous cette hypesie, et en s’appuyant sur kesultat de la question 19,
établir 'équation dévolution deh(x,t) en fonction dem, ny, p, Ns(X,t) et Ng(X— ¢, t).

'Jd 23 —Déduire de cettétude léquation suivante

oh mnoNo X

ot~ ptan(a)

(tan(a) + 3—2) cos(e)}

X—{r

‘4 24 —Montrer queh(x,t) = hy = cste est une solution possible deduation de la question 23 (on
la nomme solution triviale).

On cherche d@navant analyser la stabiftde la solution triviale dans I&€gime des petites incli-
naisons. On consée donc que c@f(x,t)) = cstex 1

A1 25 — Ecrire I'équation aux @rivees partielles &rifiee parh en faisant appatte la constante
Co = MryNy/p. Quelle est la dimension dg ?

‘1 26 —On cherche la solution dedtjuation de la question 25 sous la forme complexe
h(x,t) = ho + hy expl[i(kx— wt] exp(yt)

avechy et hy deux €els tels quehy| < |hy|, puisk, w ety trois parangtres eels. Ceterminer les
expressions de ety en fonction deu = k¢, et wy, = Co/ (4 tan(a)).

1 27 — A quelle condition suk et/, la solution proposea la question @cedente est-elle stable ?

'd 28 —On notevg et vy les vitesses de groupe et de phase des déennes dans le cadre de la
solution triviale perturbe decrite dans les questions 26 et 2&t@rminer la relation entrg, vy, y et
Y.

'd 29 —On dit d'un milieu qu’il est dispersif lorsque l&&rite d’'une onde en propagation dans ce
milieu depend de sa&qguence. Le sable vous sembleétile un milieu dispersif ou non ? On justifiera
soigneusement sgponse.

FIN DE LA PARTIE Il

FIN DE L' EPREUVE
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